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3 1 Généralitées

1 Généralitées

1.1 Notation Spectroscopique

Pour écrire les niveaux d'énergie, il existe une notation très répandue appelée notation spectroscopique.
Le nombre quantique radial n (n ∈ [[0; +∞[[) est noté par un chi�re, et le nombre quantique orbital l
(l ∈ [[0;n− 1[[) est noté par une lettre.

1.2 Formule utile

Une formule très utile pour la mécanique quantique est :

∆
(

1
r

)
= 4πδ(r) (1.1)

Cette formule peut se démontrer à partir de l'électrostatique. En e�et, le potentiel créé par une charge
q à la distance r vaut :

V =
q

4πε0r
(1.2)

En utilisant l'équation de poisson, on a :

∆ (V ) = − ρ

ε0
(1.3)

Or, avec une charge q à l'origine, on peut dire que l'on a une distribution de charge de densité de
charge ρ = qδ(r). Ainsi, il vient :

∆
(

q

4πε0r

)
= −qδ(r)

ε0

q

4πε0
∆
(

1
r

)
= −qδ(r)

ε0

1
4π

∆
(

1
r

)
= −δ(r)

∆
(

1
r

)
= −4πδ(r)

1.3 Laplacien et moment cinétique orbital

−→
P = −i~

−→
∇ ()

−→
L = −i~−→r ∧

−→
∇

Lx = i~
(
z
∂

∂y
− y ∂

∂z

)
(1.4a)

Ly = i~
(
x
∂

∂z
− z ∂

∂x

)
(1.4b)

Lz = i~
(
y
∂

∂x
− x ∂

∂y

)
(1.4c)

On passe en coordonnées sphériques. On a ϕ ∈ [0; 2π] et θ ∈ [0;π].
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r = rêr

= r sin θ cosϕêx + r sin θ sinϕêy + r cos θêz
−→
∇ = êr

∂

∂r
+ êθ

1
r

∂

∂θ
+ êϕ

1
r sin θ

∂

∂ϕ

∆ =
1
r

∂2

∂r2
r − 1

r2~2

−→
L 2 (1.5)

1.4 Calcul des valeurs moyennes et éléments de matrices

Un élément de matrice se présente sous la forme suivante :

〈ψ1|W |ψ2〉 (1.6)

où ψ1 et ψ2 représente des états, etW un opérateur. Pour calculer ces valeurs, il convient de s'intéresser
aux parités des états et de l'opérateur. En e�et, si le produit des 3 donne quelque chose d'impair, alors
l'intégrale entre des bornes symétriques fera 0. Ça évite ainsi de faire tout le calcul.

Remarque : La valeur moyenne de l'opérateur W dans l'état ψ est un cas particulier de la formule
précédente quand ψ1 ≡ ψ2.

1.5 Constante de structure �ne

On dé�nit la constante de structure �ne α 1 de manière classique comme la vitesse de l'électron sur le
niveau fondamental de l'atome d'hydrogène exprimé en unité de c (en clair, v = αc).

On dit aussi que α est une constante fondamentale qui régit la force électromagnétique assurant la
cohérence des atomes et des molécules.

α =
e2

~c4πε0
(1.7)

α vaut environ 1
137

.

Il existe un moyen mnémotechnique pour retenir certaines formules de α. Par exemple, on sait que ~
est le quantum du moment cinétique

−→
L . Classiquement, on dé�nit

−→
L comme

−→
L = −→r ∧ −→p

On prend le rayon de Bohr a0 comme valeur de −→r et v = αc. Il vient

~ = a0mαc (1.8)

où m est la masse de l'électron.
D'où

α =
~

mca0

(1.9)

2 Formalisme Lagrangien

2.1 Principe de moindre action

1. α est un nombre sans dimension
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Définition 1 (Énoncé de Lagrange)
Tout système mécanique est caractérisé par une fonction de Lagrange L (x, ẋ, t), où x et ẋ sont
appelées variables d'état. Pour une particule dans un potentiel V (x, t) on a :

L = T − V (2.1)

où T est l'énergie cinétique et V le potentiel.

Fig. 1 � Chemin d'espace-temps associé à un mouvement du système matériel.

Pour une trajectoire x(t), on dé�nit l'action S par :

S =
ˆ t2

t1

L (x, ẋ, t) dt (2.2)

Définition 2 (Principe de Moindre Action)
Parmi tout les chemins d'espace-temps joignant (x1, t1) à (x2, t2), celui qui est e�ectivement suivi (c'est
à dire qui caractérise le mouvement réel du système) est celui dont l'action est minimale. Autrement
dit, lorsqu'on passe du chemin e�ectivement suivi à un chemin in�niment voisin, l'action ne varie pas au
premier ordre.

Remarque : On notera l'analogie avec d'autres principes variationnels, tels que le principe de Fermat
en optique.

2.2 Équation de Lagrange

∂L

∂x
− d

dt
∂L

∂ẋ
= 0 (2.3)

Une caractéristique très intéressante des équations de Lagrande est qu'elles gardent la même forme
quel que soit le type de coordonnées utilisées (cartésiennes ou non). De plus, elles s'appliquent à des
systèmes plus généraux que les ensembles de particules.

De nombreux systèmes physiques (par exemple constitués de un ou plusieurs corps solides) peuvent
être décrits à un instant donné par un ensemble de N paramètres indépendants qi (i ∈ [[1;N ]]), ap-
pelées coordonnées généralisées. Si les forces agissant sur le système dérivent d'une énergie potentielle
V (q1, q2, . . . , qN), le lagrangien L (q1, q2, . . . , qN ; q̇1, q̇2, . . . , q̇N) est encore la di�érence entre l'énergie ciné-
tique totale T et l'énergie potentielle totale V . on peut montrer que les équations du mouvement s'écrivent
toujours, quelles que soient les coordonnées qi choisies :
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∂L

∂qi
− d

dt
∂L

∂q̇i
= 0 (2.4)

2.3 Énergie

Système global isolé, L ne dépend pas explicitement du temps.

E = ẋ
∂L

∂ẋ
−L (2.5)

Exemple : particule dans un potentiel V (x)

L = T − V (x)

E =
mẋ2

2
+ V (x)

Généralisation :

E =

(∑
i

q̇i
∂L

∂q̇i

)
−L (2.6)

3 Formalisme canonique de Hamilton et Jacobi

On dé�nit le moment conjugué pi de la coordonnée xi par la formule :

pi =
∂L

∂ẋi
(3.1)

On veut décrire l'état de la particule en fonction de x et p (en lieu et place de x et ẋ). Pour celà on
e�ectue une transformation de Legendre. La fonction de Hamilton du système est par dé�nition :

H =
N∑
i=1

piq̇i −L (3.2)

Remarque : Ceci est la transformation de Legendre pour passer de L à H.

H = −L + pẋ (3.3)

dH =
∂H

∂x
dx+

∂H

∂p
dp+

∂H

∂t
dt

dH = − ∂L

∂x
dx+ ẋdp− ∂L

∂t
dt

dH = −ṗ dx+ ẋdp− ∂L

∂t
dt (3.4)

Remarque : On a H(x, p, t) et L (x, ẋ, t). On a de plus
∂L

∂x
= ṗ en faisant apparaître p dans l'équation

de Legendre 2.4 grâce à l'équation 3.1.
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Équation canonique de Jacobi :

∂H

∂p
= ẋ (3.5a)

∂H

∂x
= −ṗ (3.5b)

∂H

∂t
= − ∂L

∂t
(3.5c)

3.1 Crochets de Poisson

Soit deux fonctions f et g fonctions de x et p.
On dé�nit un crochet de poisson entre f et g :

{f, g} =
∂f

∂x

∂g

∂p
− ∂f

∂p

∂g

∂x
(3.6)

D'une manière générale :

{f, g} =
s∑
i=1

(
∂f

∂qi

∂g

∂pi
− ∂f

∂pi

∂g

∂qi

)
(3.7)

{f, g} = −{g, f} (3.8)

3.2 Particule chargée dans un champ électro-magnétique

Considérons une particule de massem et de charge q soumise à l'action d'un champ électromagnétique
par les vecteurs champ électrique

−→
E (−→r , t) et champ magnétique

−→
B (−→r , t).

−→
E (−→r , t) et

−→
B (−→r , t) satisfont

aux équations de Maxwell :

−→
∇ ·

(−→
E
)

=
ρ

ε0
(3.9a)

−→
∇ ∧

(−→
E
)

= − ∂
−→
B

∂t
(3.9b)

−→
∇ ·

(−→
B
)

= 0 (3.9c)

−→
∇ ∧

(−→
B
)

= µ0

−→
j +

1
c2
∂
−→
E

∂t
(3.9d)

On peut décrire les champs
−→
E et

−→
B par un potentiel scalaire U(−→r , t) et un potentiel vecteur

−→
A (−→r , t).

En e�et, l'équation 3.9c implique qu'il existe un champ de vecteurs
−→
A (−→r , t) tel que :

−→
B =

−→
∇ ∧

(−→
A (−→r , t)

)
(3.10)

3.9b s'écrit alors :

−→
∇ ∧

(
−→
E +

∂
−→
A

∂t

)
=
−→
0 (3.11)

Il existe par conséquent une fonction scalaire U(−→r , t) telle que :

−→
E +

∂
−→
A

∂t
= −
−→
∇ (U(−→r , t)) (3.12)
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L'ensemble des deux potentiels
−→
A (−→r , t) et U(−→r , t) constitue ce que l'on appelle une jauge décrivant le

champ électromagnétique. Les champs électrique et magnétique se calculent à partir de la jauge {
−→
A,U}

par les formules :

−→
B (−→r , t) =

−→
∇ ∧

(−→
A (−→r , t)

)
(3.13)

−→
E (−→r , t) = −

−→
∇ (U(−→r , t))− ∂

−→
A

∂t
(3.14)

Un champ électromagnétique déterminé, c'est à dire un couple de deux champs
−→
E (−→r , t) et

−→
B (−→r , t),

peut être décrit par une in�nité de jauges, dites pour cette raison équivalentes. Si l'on connaît une
jauge {

−→
A,U} donnant les champs

−→
E et

−→
B , toutes les jauges équivalentes {

−→
A ′, U ′} s'en déduisent par les

formules de changement de jauge :

−→
A ′(−→r , t) =

−→
A (−→r , t) +

−→
∇ (χ(−→r , t)) (3.15)

U ′(−→r , t) = U(−→r , t)− ∂

∂t
χ(−→r , t) (3.16)

où χ(−→r , t) est une fonction scalaire quelconque.

Dans le champ électromagnétique, la particule chargée est soumise à la force de Lorentz :

−→
F = q

(−→
E +−→v ∧

−→
B
)

(3.17)

On peut écrire le mouvement de la particule à partir du principe fondamental de la dynamique, et on
peut faire apparaître, à partir de l'équation du mouvement, le lagrangien du système. En e�et, on sait
que pour trouver les équations du mouvement, il faut utiliser l'équation 2.4. On trouve ainsi que même
si la force de Lorentz, le problème étudié admet un Lagrangien :

L (−→r ,−→̇r , t) =
1
2
m
−→̇
r 2 + q

−→̇
r .
−→
A (−→r , t)− qU(−→r , t) (3.18)

À partir du Lagrangien, on peut calculer les moments conjugués (formule 3.1). On peut ainsi remonter
au hamiltonien du système qui vaut :

H =

(−→p − q−→A)2

2m
+ qU(−→r , t) (3.19)

4 Termes supplémentaires dans l'hamiltonien

source : page 1204�1212 du tome II du Cohen

4.1 Hamiltonien de structure �ne

La façon la plus rigoureuse d'obtenir l'expression de l'ensemble des corrections relativistes consiste à
écrire l'équation de Dirac pour un électron plongé dans un potentiel V (r) créé par le proton (que l'on
considère comme in�niment lourd à l'origine des coordonnées), puis à chercher la forme limite que prend
cette équation lorsque le système est faiblement relativiste 2. On constate alors que la description de
l'état de l'électron nécessite la donnée d'un spineur à deux composantes ; les opérateurs de spin Sx, Sy,

2. la constante de structure �ne vaut environ 1/137, ce qui correspond au rapport v/c pour le niveau fondamental de

l'atome d'hydrogène.
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Sz apparaissent de façon naturelle. On obtient pour l'hamiltonien H un développement en puissance de
v/c dont on ne garde que les premiers termes :

H = mec
2 +
−→
P 2

2me

+ V (R)︸ ︷︷ ︸
H0

−
−→
P 4

8me
3c2︸ ︷︷ ︸

Wmv

+
1

2me
2c2

1
R

dV (R)
dR

−→
L .
−→
S︸ ︷︷ ︸

WSO

+
~2

8me
2c2

∆ (V (R))︸ ︷︷ ︸
WD

+ · · · (4.1)

L'origine du termeWmv est très simple. Si on part de l'expression relativiste de l'énergie d'une particule
classique de masse me et d'impulsion −→p :

E = c
√−→p 2 +me

2c2 (4.2)

et que l'on e�ectue un développement limité en puissance de |
−→p |/mec, on obtient :

E = mec
2 +
−→p 2

2me

−
−→p 4

8me
3c2

+ · · · (4.3)

Le premier terme correspond à l'énergie de masse (ou énergie au repos), le deuxième terme correspond
à l'énergie cinétique non relativiste, et le 3e terme est la première correction de l'énergie dûe à la variation
relativiste de la masse.

Le terme Wmv correspond donc à la première correction relativiste de la masse en fonction de la
vitesse.

Le terme spin-orbite WSO représente physiquement l'interaction du moment magnétique de spin de
l'électron avec le champ magnétique � vu � par l'électron du fait de son mouvement dans le champ
électrostatique du proton.

Le terme de Darwin WD vient du fait suivant : dans l'équation de Dirac, l'interaction entre l'électron
et le champ coulombien du noyau est � locale � ; le champ intervient par sa valeur au point −→r où se
trouve l'électron. Cependant, l'approximation non-relativiste conduit, pour le spineur à deux composantes
décrivant l'état de l'électron, à une équation où l'interaction entre le proton et le champ est devenue non-
locale : l'électron est alors sensible à l'ensemble des valeurs prises par le champ dans un domaine centré
au point −→r et dont l'extension est de l'ordre de la longueur d'onde de Compton ~/mec de l'électon.

4.2 Hamiltonien de Structure Hyper�ne

Jusqu'ici, nous avons considéré le proton comme un point matériel de masse Mp, de charge qP = −q.
En fait, le proton est, comme l'électron, une particule de spin 1/2. Nous désignerons par

−→
I l'observable

de spin correspondante.
Au spin

−→
I du proton est associé un moment magnétique

−→
MI . Cependant, le rapport gyromagnétique

est di�érent de celui de l'électron :

−→
MI = gpµn

−→
I

~
(4.4)

où µn est le magnéton de Bohr nucléaire :

µn =
qp~
2Mp

(4.5)

Bien que les moments cinétiques du proton et de l'électron soient les mêmes, le magnétisme nucléaire
est, par suite de la di�érence de masse, beaucoup moins important que le magnétisme électronique. Les
interactions magnétiques auxquelles donne naissance le spin du proton

−→
I sont donc très faibles.

L'électron se déplace donc, non seulement dans le champ électrostatique du proton, mais également
dans le champ magnétique créé par

−→
MI . Lorsqu'on introduit le potentiel vecteur correspondant dans
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l'équation de Schrödinger 3, on trouve qu'il faut ajouter à l'hamiltonien (4.1) une série de termes supplé-
mentaires dont l'expression est :

Whf = −µ0

4π

{
q

meR3

−→
L .
−→
MI +

1
R3

[
3(
−→
MS.
−→n )(
−→
MI .
−→n )−

−→
MS.
−→
MI

]
+

8π
3
−→
MS.
−→
MIδ(

−→
R )
}

(4.6)

Le premier terme de Whf représente l'interaction du moment magnétique nucléaire
−→
MI avec le champ

magnétique (µ0/4π)q
−→
L/mer

3 créé au niveau du proton par la rotation de la charge électronique.
Le deuxième terme représente l'interaction dipôle-dipôle entre les moments magnétiques électronique

et nucléaire : interaction du moment magnétique de spin de l'électron avec le champ magnétique créé par−→
MI ou vice versa.

En�n, le dernier terme, encore appelé � terme de contact � de Fermi, provient de la singularité en
r = 0 du champ créé par le moment magnétique du proton. En réalité, le proton n'est pas ponctuel.
Le terme de contact décrit l'interaction du moment magnétique de spin de l'électron avec le moment
magnétique existant à l'intérieur du proton (la fonction � delta � exprime bien que ce terme de contact
n'existe que lorsque les fonctions d'onde de l'électron et du proton se recouvrent).

4.3 E�et Stark De l'atome d'hydrogène

Considérons un étome d'hydrogène plongé dans un champ électrique statique uniforme E parallèle à
êz. À l'hamiltonien l'hamiltonien Stark Ws qui décrit l'interaction du moment dipolaire électrique q

−→
R de

l'atome avec le champ
−→
E . Ws s'écrit :

Ws = −q
−→
E .
−→
R

= −qEZ (4.7)

Remarque : À noter que Ws n'agit pas sur les variables de spin.

D'après la théorie des perturbations, l'e�et du champ électrique s'obtient au premier ordre en calculant
l'élément de matrice :

−qE 〈1 0 0|Z |1 0 0〉 (4.8)

Comme l'opérateur Z et impair et que le niveau fondamental a une parité bien dé�nie (il est pair),
l'élément de matrice est nul. Il n'y a donc pas d'e�et linéaire en E, et il faut passer au terme suivant de
la série de perturbation.

4.3.1 E�et Stark du niveau n=2

L'e�et de WS sur le niveau n = 2 s'obtient au premier ordre en diagonalisant la restriction de WS à
l'intérieur du sous-espace sous-tendu par les quatre états de base |2 0 0〉, |2 1 m〉 (où m ∈ [[−1; 1]]).

La parité d'un état est donnée par (−1)l. Le ket |2 0 0〉 est donc pair, et les kets |2 1 m〉 sont im-
pairs. Comme WS est impair, l'élément de matrice 〈2 0 0|WS |2 0 0〉 et les neufs éléments de matrice
〈2 1 m|WS |2 1 m′〉 sont nuls 4. Par contre, comme les états |2 0 0〉 et |2 1 m〉 sont de parité opposée,
〈2 0 0|WS |2 1 m〉 peut être di�érent de zéro.

On sait par ailleurs que les harmoniques sphériques sont orthogonales. On a ainsi la relation :

ˆ π

0

sin θ dθ
ˆ 2π

0

dϕY m
l
∗(θ, ϕ)Y m′

l′ (θ, ϕ) = δll′δmm′ (4.9)

Donc, le terme 〈2 0 0|WS |2 1 m〉 est non nul uniquement si m = 0. Ainsi, seuls deux termes sont non
nuls, 〈2 0 0|WS |2 1 0〉 et 〈2 1 0|WS |2 0 0〉.

3. Comme les interactions hyper�nes sont des termes correctifs très faibles, on peut se contenter de les déduire de

l'équation non-relativiste de Schrödinger

4. l'intégrale d'une fonction impaire entre deux bornes symétriques est nulle.
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5 Particules Identiques

On dit que deux particules sont identiques si toutes leurs propriétés intrinsèques (masse, spin, charge,
etc. . .) sont exactement les mêmes : aucune expérience ne permet de privilégier l'une par rapport à l'autre.
Ainsi, tous les électrons de l'univers sont identiques, de même que tous les protons et que tous les atomes
d'hydrogène ; par contre, un électron et un positron ne sont pas identiques car, bien qu'ils aient la même
masse et même spin, ils di�èrent par la charge électrique.

On déduit de cette dé�nition une conséquence importante : lorsqu'un système physique contient deux
particules identiques, rien n'est changé dans ses propriétés et son évolution si l'on échange les rôles de
ces deux particules.

Définition 3 (Dégénérescence d'échange)
On dit qu'il y a dégénérescence d'échange lorsque plusieurs con�gurations de kets mathématiques di�é-
rents dé�nissent le même état physique. On donne l'exemple suivant relatif à la composition de spin :

α |+ −〉+ β |− +〉 ≡ β |+ −〉+ α |− +〉 (5.1)

5.1 Opérateur de permutation

Avant d'énoncer le postulat supplémentaire qui permet de lever l'indétermination liée à la dégéné-
rescence d'échange, nous allons étudier des opérateurs, dé�nis dans l'espace des états global du système
considéré, et dont l'action consiste précisément à permuter les diverses particules de ce système.

5.1.1 Système de deux particules

Considérons un système constitué de deux particules de même spin s. Il n'est pas nécessaire ici que
ces deux particules soient identiques ; il su�t que leurs espaces des états individuels soient isomorphes 5.
Dans la suite, on prendre une particule (1) qui désignera un proton, et une particule (2) qui désignera
un électron. On choisit une base {|ui〉} dans l'espace des états d'une particule. Par produit tensoriel, on
construit dans l'espace des états E du système, la base :

{|1 :ui; 2 :uj〉} (5.2)

L'ordre des vecteurs est sans importance (à savoir, ce qui se rapporte à la particule (1) ou à la
particule (2). Par contre, notons bien que :

|1 :uj; 2 : ui〉 6= |1 : ui; 2 : uj〉 si i 6= j (5.3)

L'opérateur permutation P21 est alors dé�ni comme l'opérateur linéaire dont l'action sur les vecteurs
de base est donné par :

P21 |1 : ui; 2 : uj〉 = |1 : uj; 2 : ui〉 (5.4)

On déduit immédiatement de la dé�nition (5.4) que :

(P21)2 = 1 (5.5)

L'opérateur P21 est son propre inverse. On montre facilement que P21 est hermitique :

P †21 = P21 (5.6)

D'après (5.6), les valeurs propres de P21 sont forcément réelles. Comme d'après (5.5), leur carré est égal
à 1, ces valeurs propres sont simplement +1 et −1. Les vecteurs propres de P21 associés à la valeur propre
+1 sont dits symétriques, ceux qui correspondent à la valeur propre −1 sont dits antisymétriques :

P21 |ψS〉 = |ψS〉 ⇒ |ψS〉 symétrique (5.7)

P21 |ψA〉 = − |ψA〉 ⇒ |ψA〉 antisymétrique (5.8)

5. je sais pas ce que ça veut dire à part qu'ils peuvent être exprimés dans la même base.
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6 Le postulat de Symétrisation

6.1 Énoncé du postulat

Lorsqu'un système comprend plusieurs particules identiques, seuls certains kets de son espace des états
peuvent décrire ses états physiques : les kets physiques sont, suivant la nature des particules identiques,
soit complètement symétriques, soit complètement antisymétriques par rapport aux permutations de ces
particules. On appelle bosons les particules pour lesquelles les kets physiques sont symétriques, fermions
celles pour lesquelles ils sont antisymétriques.

6.2 Construction des kets physiques

On se restreint ici à un système de deux particules identiques. La fonction d'onde totale doit être
symétrique ou antisymétrique selon que les particules sont des bosons ou des fermions.

Considérons par exemples deux électrons (deux fermions de spin 1/2). Vu que ce sont des fermions, la
fonction d'onde totale doit être antisymétrique. La fonction d'onde totale est le produit tensoriel d'une
fonction d'onde spatiale et d'une fonction d'onde de spin.

Intéressons nous à la fonction d'onde de spin. Le spin total
−→
S =

−→
S1 +

−→
S2 vaut 1 ou 0 (

∣∣∣−→S1 −
−→
S2

∣∣∣ ≤
−→
S ≤

−→
S1 +

−→
S2). On obtient ainsi 4 états |s ms〉 di�érents :

|s ms〉 =
∑
|ms1 ms2〉

|0 0〉 =
1√
2

(|1/2 −1/2〉 − |−1/2
1/2〉)

|1 − 1〉 = |−1/2 −1/2〉

|1 0〉 =
1√
2

(|1/2 −1/2〉+ |−1/2
1/2〉)

|1 1〉 = |1/2 1/2〉

Remarque : Me demandez pas comment on les construits, comment on sait que l'on doit mettre un
signe moins pour antisymétriser le singulet, j'en sais rien, et j'ai pas réussi à trouver. Pourtant, ça doit
bien être quelque part...

Un élément de réponse est que deux des états du triplets sont symétriques, donc le 3e doit l'être
aussi, mais en quoi ça devrait être une raison, je ne sais toujours pas, mais ça permet de savoir lequel
est dans le triplet, même si on n'en comprends pas la raison profonde

7 Ion Hydrogénoïdes

L'énergie d'un niveau n pour un ion hydrogénoïde de numéro atomique Z vaut :

En = −1
2

(m0c
2α2)

Z2

n2
(7.1)

où α est la constante de structure �ne, m0 la masse de l'électron, et c la vitesse de la lumière dans le
vide.

On appelle unité d'énergie atomique (u.a) la valeur suivante :

1 u.a = moc
2α2 =

e2

Aπε0a0

(7.2)
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